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纤维悬浮槽流场稳定性研究
’

林建忠 游振江
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,

杭州 31 0 0 27

摘要 在纤维取 向张量基础上
,

建立 了纤维悬浮流本构方程
,

并推导 了纤维悬浮流的修正 O rr
-

oS m m er fe dl 稳定性方程
.

采用谱方法和有限差分法对方程进行 了数值求解
.

对无 纤维存在的流场进

行计算后
,

所得结果与实验结果符合较好
,

且 比以往的计算结果有更高的精度
.

对纤维悬浮流场

计算结果表明
,

纤维 的存在减弱了流场的不稳定性
,

使流场临界 R 。
数提高

,

扰动增长率降低
,

不

稳定扰动波的存在 区域缩小
.

减 弱的程度与纤维的体积分数和长径比成正 比
.
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纤维悬浮 流已 被广泛应用 于化工
、

纺 织
、

造

纸
、

材料
、

食品加工等行业
.

现有研究表明
,

在一

些产品的加工过程中
,

添加少量纤维能显著改变流

体的特性并减小流动阻力 〔’
,

2〕
,

从而影响加工过程

和产品质量
.

为了更好地发挥纤维的作用
,

提高相

关工业过程的生产效率和产品质量
,

有必要对含悬

浮纤维流场的流动特性进行深入研究
,

其中之一就

是纤维悬浮流场稳定性的研究
.

关于纤维悬浮流 的稳定性研究已有一些报道
,

v as el es ik 等 21[ 发现纤维长径 比和浓度的增加使流场

更加稳定
.

A az ie z[
3〕对纤维悬浮混合层流场进行了

线性稳定性研 究
,

分 析 了纤 维的存在对流动的影

响
,

说明纤维间的相互作用是流动稳定性增强的重

要原因
.

A az i ez 4[] 给出了高 R 。
数下自由剪切流的线

性稳定性分析结果
,

总结 了刚性纤维对流场时间不

稳定性的影响
.

林建忠等 t” 〕得到了失稳后的混合层

纤维取向和流场应力的特征
.

然而
,

以上研究的都是无壁面约束的自由剪切

流场
,

有壁面约束的槽流场的稳定性
,

虽有一些文

献报道 6[, 7 1
,

但都是无纤维存在的情形
,

纤维悬浮

槽流场的稳定性 问题 的研究 尚未见报道
.

槽流是壁

面剪切流动中一种典型的流动模型
,

因此
,

本文对

此进行研究
.

1 数学模型

1
.

1 问题描述

本问题的基本流场如图 1 所示
,

两平行平板 间

距为 d
,

流体流向速度呈抛物线分布
,

槽道中心线

处有速度最大值 U
.

u ( y )

图 1 平面棺流场示意图

流动控制方程是连续性方程和动量方程
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式中
“
为速度矢量 (在壁面

“ 二 0)
,

p
,

p 分别为流体

密度和压力
.

:
是流场应力张量

,

可表示成两项之和

公 = 丁 1 + 下 2 , ( 3 )

其中第 1 项
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性系数
,

夕二 习
“ + 甲 “ T

是流体应变率张量 ; 第 2

项
: :
是由于纤维存在引起的流场附加应力

.

设 协
,

r
分别为纤维的体积分数和长径比

,

对于半稀纤维

悬浮流 ( 1 / : “
簇价毛 1/ : )

,

附加应力表示为

甲
·

“ = 0 ( 8 )

瓷
+
二 :

一
: * + 二

·

(分
+

州

: : = 禅今 (夕
: a 4 )

,

( 4 )
及边界条件

此处引入的系数 A 有多种表达式 t s一 `“工
,

A az iez 仁4 ]发

现当流场 R 。
数与纤维长径 比较大时

,

不 同的表达

式将给出相同的结果
.

本文采用 B at hc el o r
公式 8[]

u } , 一 上 1 = 0

( 9 )

( 10 )

r 2

一 3 1n ( 六获浮 )
’

采用线性稳定性理论并引入流 函数 少 作为基

本变量
,

替代速度和压力
.

流场参数写成平均值与

二维小扰动波叠加的形式如下
:

( 5 )

此外
,

定义二阶张量
a : 和四阶张量

a ;
描述流场

中纤维的取向分布
.

伟 cn h[
` , 〕推导了

a :
变化率的方程

( 1 1 )

( 12 )

势
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,
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t) = 少。 (力 十 训 x(
,
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,
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平。 (少 ) + 笋 (夕 ) e `· (` 一
` )

,

公 ( x
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T 。 (夕 ) + g (夕 ) e `· ( X一
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,
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t ) =
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瓮
一 (

一
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,

v ( x
,
夕

,
t ) 二 V 。 ( ) ) + v `

( x
,
夕

,
: ) =

V o (夕 ) 一 i a沪 e ` a
( X 一 “ )
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( 1 4 )

式中 x = ( 。 2 一 1) (/ 尸 十 1)
,

I 为单位张量
,

m 表示空

间维数
.

张量 rD 反映纤维在流场中的扩散率
,

假设为

各向同性
,

因此可表示成 c l }训
,

本文 c l
取 0

.

01 [ 12]
,

为得到
a ;
的表达式并代入 ( 4) 式

,

需要建立第

2 个
。 :
与

。 4
的关系式

.

本文采用 v e r一e y e 汇̀ 3 ]等提出

的封闭模型
,

并将张量写成分量形式

式中流向平均速度 u 。 ( y ) = 1 一 少
,

垂直平板方 向

速度 v 。 ( y ) 二 0
.

考虑时间模式的稳定性
,

令波数
。

为实数
, 。 = 。 二 + ic ,

为复数
.

将 ( 13 )
,

( 1 4 )式代入方程 ( 9 )
,

消去压力变量

后得到纤维悬浮槽流场线性稳定性方程
,

即修正 的

O r r 一

oS m m e r f e ld 方程

· 。走,

只
旦主

普卫
(。。 ; * , + 。、*。` + 。 “。*

卜 i。 [ ( u 。 一 e ) ( J 一 a Z ) 一 寸 u 。〕沪 - 1
,

_ ,

该厂〔 1了
入忍

’

工
,

3 、 u iaj k l
+ a 、脚 , l + a ` , a , * )

,

( 7 )
H [ (莎 + 。 “ ) F , : + i 。 D ( F 1 1 一 F 22 )〕

,

a Z ) 2沪 =

( 1 5 )

其中 d e t 表示行列式
,

占。是 K r o n e e k e r
符号

.

由 ( 6 )
,

( 7 )式消去
a Z ,

将
a ;
代人 ( 4 )式即得到

才 纤维附加应力
: 2
的表达式

·

至此
,

建立了描述纤维

悬浮流运动的数学方程组
.

与边界条件

甲 ( 士 1 ) = 0
,

D 甲 (土 1 ) = 0
,

( 16 )

1
.

2 方程化简

首先对控制方程无量纲化
.

定义无扰动的槽道

中心线上 x 向速度
v
为特征速度

,

半槽宽 d / 2 为特

征长度
,

R。 二 p U ( d / 2 ) / ,
.

再引进反映纤维特性的

参数 H 二 A叼 R。
,

表示纤维轴向拉力与流体惯性力

之比
.

令 F 二 夕
: a 4 ,

则得到无量纲形式的控制方程

一 ~ _ d
其中 D = 分二

.

/ 、 ’
一 d y

’

( 15 )式 H 二 0 对应不含纤维的情况
,

此时 ( 15 )

式退化为标准的 o rr
一

oS m m e汀el d 方程
.

张量 F 的各分量 用 沪 ( y ) 的函数表 示
,

方 程

( 1 5 )整理为

习 J 、D `沪 ( , ) 二 0
,

( 17 )
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式中 J
` ( i=0

,

4) 是 州妇各阶导数的系数
,

与坐标

变量 y 有关
.

2 数值方法

用两种数值方法求解方程 ( 17)
,

第 1 种是谱方

法
,

该方法的基本思想是选取正交函数系
,

把微分

方程的解表示为一组正交函数的线性组合
,

将原方

程转化为待定系数的代数方程组
.

对于槽流场
,

选

用 e h e b y s h e v
多项式最合理

.

记第一类 e h e b y s h e v
多

项式为 T
二

(夕 ) = e o s ( n a r e e o s 夕 )
,

将方程 ( 1 7 )的函

数 沪 ( 夕 )在定义域 一 1簇 y 簇 1 上展开成 扒刃 =

N

习
。 ,

T
。

(刃
.

利用 c h eb y hs e v
级数递推公式处理 各

刀 = 0

阶导数
,

把关于 切 (刃的微分方程化为关于系数
。 ,

的代数方程组
.

边界条件采用 L an c
oz

s
的

:
方法 处

理
,

即可计算方程组系数矩阵特征值
.

第 2 种计算方法是有限差分法
.

把计算区域划

分为均匀 网格
,

用网格点处 的中心差分代替方 程

( 17 )中 甲 ( y )的各阶导数
,

将方程 ( 1 7) 化为以离散点

上函数值 切
,

为未知数的齐次线性代数方程组
,

令系

数行列式为零得到特征方程 F ( a ,

eR
,

H
, 。 ) = 0

.

3 计算结果及分析

3
.

1 无纤维的槽流场稳定性

首先对不含纤维的槽流稳定性进行分析
,

一方

面可以与现有结果作比较
,

验证本文所采用数值方

法的正确性 ; 另 一方面 了解单一流 动的稳 定性特

征
,

作为纤维悬浮流分析的参照

令方程 ( 1 7) 中 H = 0
,

此时方程仅含 州刃及其

二阶与四阶导数项
.

定义流场中出现不稳定特征模

态的最小 R 。
数为临界 R 。

数—
R`

,

本 文求得

R e c
二 57 72

.

22
,

与之 对 应 的临 界 波 数
。 。

二 1
.

0 2 0 5 5 5
,

这一结果与 o r s z a g [` 4 ]结果相符
.

当 。 = 1
,

R 。 = 1 0 0 0 0 时解出的 17 个最不稳 定对 称模态特征

值列于表 1 中
,

与文献「14
,

1 5] 对 比
,

说明本文结

果不仅可靠而且精度更高
.

表 1 对称模态最不稳定特征值系列《 a = 1
,

R 。 = 1 0 0 0 0)

本文结果 文献【1 4] 的结果 文献【1 5] 的结果

0
.

2 3 7 5 2 6 4 9 + 0
.

0 0 3 7 3 9 6 7 1

0
.

9 6 4 6 4 2 5 1 一 0
.

0 3 5 1 8 6 5 8 1

0
.

9 3 6 3 5 1 7 8 一 0
.

0 6 3 2 5 1 5 7 1

0
.

9 0 8 0 5 6 3 3 一 0
.

0 9 1 3 1 2 8 6 1

0
.

8 7 9 7 5 5 7 0 一 0
.

1 19 3 7 0 7 3 1

0
.

3 4 9 1 0 6 8 1 一 0
.

12 4 5 0 1 9 6 1

0
.

8 5 14 4 9 3 8 一 0
.

14 7 4 2 5 6 0 1

0
.

8 2 3 13 6 9 6 一 0
.

17 5 4 7 8 0 7 1

0
.

19 0 0 5 9 2 4 一 0
.

18 2 8 2 19 1 1

0
.

79 4 8 18 4 0 一 0
.

20 3 5 2 9 16 1

0
.

47 4 9 0 13 3 一 0
.

20 8 7 3 12 3 1

0
.

76 64 9 4 0 3 一 0
.

2 3 1 58 5 0 5 1

0
.

3 6 84 9 8 6 4 一 0
.

2 38 82 4 8 6 1

0
.

7 3 8 1 1 50 8 一 0 2 5 9 69 18 0 1

0
.

5 8 7 2 1 18 9 一 0
.

2 6 7 1 6 16 11

0
.

5 1 2 9 1 46 8 一 0
.

2 8 6 62 62 2 1

0
.

7 0 8 8 7 50 0 一 0
.

2 8 7 6 5 6 46 1

0
.

2 3 7 52 6 4 9 + 0
.

00 3 73 9 6 7 1

0
.

9 6 46 4 2 5 1 一 0
.

0 3 5 18 6 5 8 1

0
.

9 3 6 3 5 17 8 一 0
.

0 6 3 2 5 15 7 1

0 9 0 80 56 3 3 一 0
.

0 9 1 3 12 8 6 1

0
.

8 7 9 7 5 57 0 一 0
.

1 1 9 3 7 07 3 1

0
.

3 4 9 1 0 68 2 一 0
.

1 2 4 50 19 8 1

0
.

8 5 1 4 49 4 一 0
.

1 4 7 4 2 5 61

0
.

8 2 3 1 37 0 一 0
.

1 7 5 4 7 8 1 1

0
.

1 9 0 0 5 92 一 0
.

1 8 2 8 2 1 9 1

0
.

7 9 4 8 18 一 0
.

2 0 3 5 2 9 1

0
.

4 7 4 9 0 1 一 0
.

2 0 8 7 3 1 1

0
.

7 6 6 4 9 一 0
.

2 3 15 9 1

0
.

3 6 8 5 0 一 0
.

2 3 8 8 2 1

0
.

7 3 8 1 2 一 0
.

2 5 9 6 9 1

0
.

5 8 7 2 1 一 0
.

2 6 7 16 1

0
.

5 1 2 9 2 一 0
.

28 6 6 3 1

0 7 0 8 8 7 一 0
.

28 76 5
1

0
.

2 3 7 5 2 6 4 9 + 0
.

0 0 3 7 3 9 6 7 1

0
.

9 6 4 6 4 2 5 1 一 0
.

0 3 5 18 6 5 8 1

0
.

9 3 6 3 5 17 8 一 0
.

0 6 32 5 15 7 1

0
.

9 0 8 0 5 6 3 3 一 0
.

0 9 13 12 8 7 1

0
.

87 9 7 5 5 6 8 一 0 1 1 93 7 0 7 3 1

0
.

34 9 10 6 8 1 一 0 12 4 50 19 7 1

0
.

85 14 4 9 3 9 一 0
.

1 4 74 2 55 8 1

0
.

82 3 13 6 9 0 一 0
.

1 7 5 47 80 8 1

M a e k [7 〕给出
。 = i

,

尺。 = 10 0 0 0 时对称模态特征

值的分布图
,

与本文所得结果同时列于图 2 中
,

可

见其一致性
.

关于槽流稳定性的中性 曲线
,

已有一些数值结

果
,

鉴于 eP ke ir ,
等 〔̀ “ 〕计算的 R。

数范围较大
,

因

此本文予以选用作为 比较
.

这一问题典型的实验结

果由 N i s h i o k a [’ 7 ]等得到
,

由图 3 可见
,

实验可以观

察到不同参数 ( a ,

R ` )条件下流场中线性扰动的 3

种发展趋势与计算结果的预测基本一致
.

一。
·

殆

图 2 对称模态特征值分布 ( a 二 1
,

R 。 二 1 0 0 0 0)

△ 本文结果
,

0 M ac k 的结果
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图 3 槽流稳定性中性曲线

— 本文结果
一

·
-

一 P ek er is 等的结果

实验结果 ( iN hs i o ka 等 )
:

口扰动衰减
; O 扰动中性 ; △扰动放大

图 5 不同 H 值下扰动增长率与扰动波数的关系

— H 二 伍 一
`
一

一 H = O
、

0 0 0 1 号 一 一 一 一 H = 0
.

00 1
.

( a ) R e = 10 0 0 0 ; ( b ) R e = 20 0 0 0
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3
.

2 含悬浮纤维的槽流稳定性

添加纤维后流动稳定性特征有 明显变化
.

图 4

显示纤维特性参数 H 改变时
,

中性稳定曲线的变化

情况
,

H = A刃 R 。
.

从 中发现 3 条规律
:

( 1) 加入

纤维后
,

流场临界 R 。
数 R 。 。

提高
,

说明流场更 不

容易失稳
.

随着 H 的增加
,

R e 。

增大而
a 。

相应减

小
.

( 2) H 增大使得 中性曲线开 口端截距减小
,

说

明在 R 。
数一定时 出现线性扰动失稳 的范围缩小

.

( 3) 当 H 增加时整条 曲线向低波数方向移动
,

即较

大的 H 值条件下长波扰动相对更容易失稳
.

由图 6 可得 R 。 。

与对应的
。 。

随参数 H 的变化

规律
.

结合图 4 反映出纤维在流动稳定化方面所起

的作用
.

( a ) 1
.

0 5

减6 00 。

一
~

~ ~ ~
~

~
0 0

.

0X() 5 0
.

0 0 10 0 0
.

0 (j() 5 0
.

0() l 0

H H

0
.

9

始 0名

图 6 临界 R 。
数

、

临界波数与 H 的关系

( a ) eR
。
一 H

; ( b )
a c

一 H

,才
ù

O
.-

nnUU

0
·

输 10 0 0 0 15 0 0 0 2 0 0 0 0

图 4

— H 二 O

纤维悬浮棺流的稳定性中性曲线

H = 0
.

0 0 0 ;1 一 一 一 一 H 二 0
.

0 0 1

图 5 给出 2 种 eR 数下改变参数 H 对扰动增长率

与波数之间关系的影响
.

若给定流场 eR 数
,

增加 H

(即提高纤维的体积分数 笋或长径比 r) 使不稳定扰动

的最大增长率明显减小
.

这表明纤维间的相互作用对

于抑制槽流的不稳定性起到重要作用
.

从另一个角度

看
,

对比图 5( a) 与 ( b)
,

若 H 不变而 eR 数增大
,

扰

动的发展加快从而减弱了流动的稳定性
.

4 结论

本文运用线性稳定性理论对槽流纤维悬浮流以

及对应的无纤维流动进行了稳定性分析
.

对于无纤

维流动
,

得到槽流的中性稳定性曲线与特定参数条

件下对称模态的不稳定特征值系列
,

与现有结果对

比
,

说 明了本文结果的准确性
.

对纤维悬浮流 的稳定性分析表明
,

与不含纤维

的情况对 比
,

流场临界 R 。
数升高

、

不稳定扰动波

的存在范围明显减小并移向低波数区
,

并且线性扰

动的增长率降低
,

即纤维的存在抑 制了流场 的失

稳 纤维的体积分数和长径 比越大
,

抑制的效果越

强
,
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回家囱公鸭掌基自姗霓自昂守奢

《铸造工程的模拟仿真与质量控制 》 柳百成
,

等 编著

机械工业出版社 定价
:

28
.

00 元

本书以中国工程院院士
、

清华大学柳百成教授领导的科研组长期

从事铸造领域的计算机应用
,

特别是铸造过程宏观及微观模拟仿真的

研究成果为基础
,

全面系统地介绍了铸造工程的计算机模拟仿真及质

量控制技术
,

综合反映了国际
、

国内学者在铸造工程模拟仿真和质量

控制研究领域的研究进展和发展水平
,

提出了用 电子计算机技术改造

传统铸造产业的基本思路和技术措施
.

全书共分 9 章
,

主要以铸造充型凝固过程的流场
、

温度场模拟仿

真和缩孔
、

缩松预测
,

应力场数值模拟分析及微观组织和力学性能预

测为主要内容
.

介绍了凝固模拟技术与 C A D / C A M 的集成技术以及如

何纳入并行工程环境的技术模型
.

通过实例
,

详细介绍了专家系统在

铸造工程中铸造缺陷分析与诊断的应用以及计算机质量控制技术在液

体金属和造型
、

造芯质量控制方面的应用
.

最后
,

还介绍了铸造企业

乍

中计算机信息管理系统的建立及其模型
.


